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INTRODUG R O.

Escolhemos como assunto desta tese dois estudos
s0bre as homografias, A teoria destas transformagles forma
um capftulo cldesico da Geometria e s8bre o qual dificilmen
te podemos apresentar uma contribuigdo rigorosamente origi-
nal. Entretanto, considerando atentamente, ests situagdo,
percebemos que a dificuldade n#o se limita ao assunto esco-
lhido mas é comum a qualquer argumento que, de 2lguma forma,
possa ser enquadrado no programa da cadeirs em concurso, o
qual abrange sdmente a parte fundameatal da Geometris.

Na Ia Pa:te,_quq‘o9d%ituqlg primeiro estudo,
hos ocupamos com & clagsificag#io das homografias no espaco

projectivo de n dimensSes. Esgte problema, no caso da recta,

do plano e do espago é estudado em qualquer bom tratado de
Geometria Projectivaj; entretanto, n&o conhecemos nenhum que
© resolva aplicando meios puramente geométricos. Bste in-
teressante aspecto do problema jé nos despertara inter8sse
quando lemos uma carta do matemdtico Stephan Cohn-Vossen a
B. L. Van der Waerden que este, em homenagem ao primeiro,
publicou em 1937 na revista "Mathematische Annalen" sob o
titulo "Die Kollineationen des n~dimensionalen Raum",

Os principios do método de Cohn-Vosmen cons-
tituem o fundamento do primeiro estudo desta tese. Acredi
tamos ter feito trabalho util, explicitando algumas demons-

tragSes de Cohn-Vossen, dando uma forma mais gecométrica a



outrag e num ponto importante, eliminando uma lucuna no
trabalho de Cohn-Vossen, assinalada por Van der Waerden.
Referimo-nos aos teoremas nfs., 19, 20, 21 e 24 desta tese.

Para facilitar a compreensio do método, julea-
mos oportuno introduzir no primeiro pardgrafo algumas nogdes
e teoremas do hiperespago projectivo que serdo utilisados
com frequ2ncia.

No terceiro pardgrafo da primeira parte faze-
mos uma splicagBo dc método desenvolvido & efectiva classi-
ficagdo das homografias do espago projectivo ordindrio. TWs-
ta aplicag8o n8o se encontra na nota de Cohn-Vossen, o qual,
elids, tem como objectivo a redug#o; das matrizes quadradas
(correspondentes &s homografias), & forma candnica de Jor-
dan, problema &ste que é equivalente ac que nos ocupa.

Peita & classificagdo, demonstramos no Ultimo
parégrafo, a existencia de homografias correspondentes aos
tipos classificados, limitando-nos aqueles cuja existlneia
ndo é demonstrads nos tratados de Geometria Projectiiva.

Outras questles deveriamos tratar, por exem-
plo, a da realidade das homografias. Batretanto, para néo
aumentar mais o tamanho da:itese preferimos deixd-las para
outra ocasi8o.

Na II% parte, que constitue o segundo estudo,
estudamos brevemente um outro aspecto das homografias e nos
1imitamos a projectividéde s0bre uma recta. ®¥m lugar de es-

tudar as propriedades projectivas no sentido ordinériq
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fixamos a atengéio directamente nas transformagles, tomadas
como elementos (pontos) de uma varledade (espago) de tras
dimensdes. Considerando &ste espago referido &s coordena-
das candnicas (correspondentes aos parfmetros candnicos do
grupo projectivo), vemos que 8le pode ser interpretado co-
mo um espago métrico. Bete resultado & um caso particular
da Geometria dos Grupos de Transformagles, téoria esta

criada por Cartan e Schouten. O método seguido para preci-

gar a natureza métrica do espago, pelo que nog consta é
original.



PRIM®EIRA PARTH

Método Geometrico na Classificagdo das Fomografias.

§ 1 - Bspaco projectivo de n dimensdes. Meore-

mas preliminares.

1.1 - 0 método geometrico que adoptaremos para

obter a clagsificagdo das homografias ¢ geral. Tom isso aque

remos dizer que ele se aplica & classificagfo das colinea-

¢goes, na reclta, no plano & no espago projectivo ordinario
assim como num espago projectivo de n dimensfes. Tendo em
vista esse facto, acreditamos ser mals oportuno desenvolver
os principios do método, relativamente ao espago projective
geral. O que perdemos em intuig#o é amplamente comvensado
pela generalidade dos resultados.

No inicio deste parégrafo daremos algumas no-
g¢Ges e notagdes relativas ao egpago projectivo geral que se
ra indicado com ¢ simbolo Sn’ onde o indice n se refere
& dimens8o do espago.

A teoria sintética do S~ ¢ devida substancial

o
mente a Veronese .

Particularmente interessante e profunda a este

respeitoc é a recente memdria de Karl Menger e colaboradores,

Qo
"New Foundations of Projective and Affine Geometry"

Q . . . ‘. 'Y @ M . = N
Veronese: PFondsmenti di geometria a piu dimensioni e a piu

specie di unitd rettilinee (Padova, 1891).
Q

00 .
Annals of Mathematics - Vol. 37, W& 2, April 193%6.



“ienger assume como entes fundamentais: uma classe d~ entida
des nao definidas e duas operagles n#o definidas denotadas
por + e , 3 as entidades da classe correspondem &8s par-
tes lineares de um espago e as operagoes + e ., respecti
vamente as de projecgao e secgao.

Enviamos o leitor & citada Memdria de Menger

pelo que se refere aos8 axiomas, asgim cowo, &0S conceitos

de ponto, iperplano, pontog independentes, iperplancs inde-
pendentes, dimensso do espago, espagos parciaes (relagles
de pertinenoia) e dualidade.

Dese jamos, entretanto, destacsv explicitamenie
que um espag¢o projectivo ou iinear de n - dimensdes egta de

finido por n+l de seus pontos P

1! P2’ T ) ’ Pn+1 qulﬂ S
jam independentes. Poderemos escrever:
S = R
n Pl N P2 ’ * Pn+1
e diremos que o conjunto [Pl’ P2""’PnL1] dos vontos
Pl, P2, ey € Pn+1_ forma uma base do Sn° Se

[Ql’ Q2, ceey 9 é outra base do mesmo Sn ~seguira:

n+l

P +P +QIO+P = Q + +
n

0
1 B L B p T Qe + Q)

Dualmente, si Hl’ HQ""’Hn+1 880 (n+l) ipver-

planos independentes do Sn, vird:

S H. .H

n l 2- 0w n+l .

It

0 espago Sn pode ger consideradn como espaco
de iperplanos e muitas vezes o indicaremoes, nestas circuns-

tancias, com a notag#o Z:n'
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Os espagos parciaes (subordinados) do Sn (os

&, do 8, com m( n) s#o definidos por (m+l) pontos

independentes, em particnlar, por (m+l) vpontos da base

I S

Para indicar que um Sm ou mais gevalmente

l,

um conjunto C qualquer de pontos pertence ao espaco Sn

usaremos a seguinte notacg#o:

s C s ou § DO 8

m n n i}

C S ou o c.

Cn pn)
Se o conjunto  coincide com o espacgo Sn
escreveremos
c = 8 .
n

0 facto do conjunto C estar contido no S
mas poder eventualmente coincidir com o provrio Sn gera

indicado com -

cgsn

Para indicar que um ponto TP vpertence a um eg

pago Sn ou a um conjunto C usaremos a notacgédo

P &S P & C
n
Um Sn—l de um 8 é um iperplano do Sn'
Un S, é chamado recta assim como um §, 4

chamado plano.

Yo curso desta tese necessitaremos mais algumas
nogdes sobre o espago projectivo e tambem outros simbolos
mas preferimos nos ocupar logo da demonstragd@o de alsuns

teoremas gerais sobre o espago projectivo que s8o imprescin
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divelg para a compreensfo do pardgrafo 2¢.
Antes dos teoremas ums

Definig#o: Dados m espagos lineares
2
Sl, S, ... e Sm Chamamos intersecgio ou produto desgses

: v
m espagos, ao conjunto dos pontos comuns a esses m espacos.
Indicaremos o conjunto ou espago vazio, indife

rentemente, com a notagdo V ou 9§

1.
Usaremos sistemdticamente a notagéo
31.82. * 0 0 osm

para indicar a intersecgdo desses m 88pagos,

de esses m espagos nio t&m nenhum ponto em

comum escreveremos:

Neste caso, diremos que os m T espagos sHdo

independentes,

Relativamente a intersecgdo de dois espagos

temos o seguinte:
Teorema 1 : "Um Sp e um Sq pertencentes

8 um mesmo Sn’ tém, caso P+ 9 > u, como interseegao um

espago linear Sd de dimensdo 4 2 p + q - n.,"

e . m . .
Usaremos sistemdticamente a notagédo S, indice em c¢ima,

para indicar um espago projectivo quando ele deve ser dis-—
tinguido de outros espagos. Taso seja necessario explicitar
a dimensdo do espago escreveremos Sﬁ, 0 qual serd um espa-
go projectivo de n dimensdes. Outra ocbservagdo: para sim-
plificar, diremos simplesmente, daqui por diante, €SPECO el
lugar de espago linear ou projectivo o que n&o traz nenhum

inconveniente na la. Parte desta tése.
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Seja [Pl, P2, ces 3 P uma bvase do espago Sp

e [Ql’ Q2, vy QQ+i] ume base ggleSpago Sq°

Dois casos e somente dois se apresentam:

1¢ - todos os pontos Qi (1 =1, 2, voo, q+1)
pe;tencem a0 espago Sp;

22 - pelo menos um dos pontos Qi nao verten-
ce a0 espago Spu

No primeiro caso, o espago Sq estd contido
no 8 (Sq(: Sp) e a intersecgdo dos dois espacos Sp e

p

S é o proprio espaco S .
q prop pag q

Se n =p temos:

d = g = p+ q - n.
Se n > p temos:

d = q > p+aqg-n,

e o teorema enunciado, quando acontecer este primeiro caso,

fica assim demonstrado.

No segundo caso, seja, por exemplo, O1 um non
to n8o pertencente ao Sp.
Formemos entdo o espago S definido pela

p+1i
base {él’ P2, e Pp+l’ Qi}. Novamente dois casos e somen

te dois se apresentam:
a) - Sq contido no Sp+l:
b) - Sp$1 néio contem o Sq, isto é: um pelo

menos dos restantes pontos Q2, ces 0 néo pertence &0

q+1
S -
p+1
Para esclarecer o caso a) vejamos como pode

8er gerado o espago Sp+1o Tendo em vista a base do Sp+1
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al) - Sq contido no Sp+2:

t.) - 8 n&o contem S is 5
1) ’p+2 o Q’ igto &, um velo
menos do& restantes pontos Q3,...,Q +1 ndo pertence ao

S
p+2
Tambem para esclarecer o casgo al) vejamos coO

+2
Sp+2 concluimos imediatamente ser o Sp+2 gerado pelos

mo pode ser gerado O espago Sp . Tendo em vista a base do

82 (planos) definidos por Ql’ Q2 e um ponto P do 8 .
Com considerag¢bes semelhantes &s desenvolvidas no caso &),

concluimos que a cada um deos restantes pontos

Q3, Q ,...,Qq+l corresponde, respectivamente, os pontos

63, 64""’6q+1 que s8o as intersecqﬁes dos planos
Q1Q2Q3! Q1Q3Q4 e NCINCIRLS 7QlQ2Qq+l’

Sp, e s80 linearmente independentes. O espago §

regpectivamente, com ¢ espago

. deter-
P4

minado pelos pontos Q3, Q4,..., QQ+1 e 0 espago intersec-

gao SP.Sq. E' facil verificar (primeiro supondo n=p+2,

e depois n  p+2) que
d = ¢-2 2 p+4q-n,

e 0 teorema fica demonstradc tambem neste caso.

No caso bl) poderiamos considerar, por exem-

plo, um ponto Q3, da base do - 8 e que n8o estid no Sp+2.

Com a base [Pl, P2, L ’Ql’ Q2, Qs] formariamos um espa-

go S em relag8o ao qual teriamos de novo dois e somente

p+3’
dois casos.

Este processo de formar os espagos Sp+l’

S S , ete., nfo é, evidentemente, indefinido. Com e-
p+3

p+2’
feito, 8i no correr deste processo néo encontrarmos um es-

pago que contenha o Sq, chegariamos finalmente ao espacgo
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Sp.q 0eTinido pela base [Pl,PZ,...,Pp+1,Q1,Q2,...,Qq|]

no qual

P +q' = n.

Este espago Sp+q' coincide, evidentemente, com o espago
Sn e contem, portanto, o espago Sq.

Fixando a atengdo na base

[Pl’Pe""’Pp+1’Q1’Q2""’Qq{] do espago Sp+q,, vemos que

ele pode ser considerado como gerado pelos espagos 8 ,, de
finidos pela base [Q ’Q2""’Qq"P1 y sendo P um ponto
do Sp. Com consideragles semelhantes s desenvolvidas

nos casgos anteriores, concluimos que 8 cada um dos restan-
tes pontos Qq'+l""’Q
og pontos Qq'+1""’Q

cg8@o dos espagos

{Q]_’QQ""’Qq_"Qq,Q‘!-l] 4 £Q19Q2!---qut’qu+2B td YH°°°

q +1 corresponde, respectivamente,

q+l’? respectivamente unica interse-

L9700 +41Qy, 50

q+1

com o0 espago Sp. Esses pontos est#@o na intersecgfo Sp.Sq
e s80 linearmente independentes. 0O espago Sq~q‘—1 dete;—
‘mlnado pelos pontos Qq'+l""’Qq+1 € 0 espago interseccgéo

Sp.Sq. Neste ultimo caso temos, portanto,

Sd = Sq—q'—l

seguindo dafi
d = ¢g-q¢'-1 = g-(n-p)-1 = p+d-n-1

* L

d > p+q-n
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g ’
e o teorema estd verificado em qualquer hipdtese

Teorema 2: "Um espago Sp e um espago $
que tém um Sd na intersecgdo estfo num Sm com
m§ p+gq-4."

0 espago 8, ¢ definido por d+1 pontos inde-
pendentes; para definir o Sp devemos acrescentar a esses
d+1 pontos outros p-d, para se obter p+l pontos indepen
dentes. Da mesma forma para se determinar o Sq devemos
acrescentar aos d+l1 pontos outros q-d pontos. Obteremos
agsim ao todo p+q-d+l pontos. Si todos estes pontos forem
independentes eles determinarfo um Sp+q-d’ caso contrario,
definirgo um Sm com m < p+ g~ d. O espago assim de-
terminado contendo uma base do Sp e uma base do § con-

tem estes dois espagos.

Teorema 3: "Um Sp e um Sq independentes
est8o num Sm com m £ p+q-~ 1."

Tomemos p+l pontos independentes do Sp e
q+l pontos independentes do Sq, ﬁeremos ao todo p+q+2
pontos. Se estes forem linearmente independentes, eles de-

finir8o um espago 8 caso contrario definir&io um Sm

p+q+l’
com m L p+q+ 1 e evidentemente este espago Sm con-—

tem tanto o S como o 8§ .
P q

gJulgamos oportunc dar a demonstragfo completa deste teore-
ma porque a sua demonstragfio € geralmente feita com meios
analiticos. - Ver: B. L. Van der Waerden-®infuhrung in die
Algebraische Geometrie e Bertini: Geometria Proiettiva degli

iperspaszi.
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Completemos o significado destes dois teoremas

com ©O
TEOREMA 4.
"Om Sp e um Sq cuja intersecéﬁo ¢ um Sd
(eventualmente vazia) estSo num Slerq"_d (eventualmente
Sp+q+l) univocamente definido."

Suponhamss em primeiro lugar que a interseccao
Sd ndo seja vazia. Do teorema 2 segue que © Sp e o

3 estdo num S com
q m

mgp+a-~Ad
Por outro lado, do *eorema 1 vem (estando o S
e 08 num 8 ) '
q m’,
d 2 p+gq-nm .'. m > p+q - d.
Das duas desigualdades verificadas pela dimen-

ggdo do espago Sm segue
m = p+q - 4.

Evidentemente existe um unico Sm gque contem
0 Sp € o Sq pols se existisse um vutro Si, distinto do
- ! 3
Sm’ a in?e‘secqéo do Sm e do Sm conteria o 8 e o
Sq e teria dimens&o menor que w o que é impossivel.
Utilisaade os teoremas 3 e 2 seguindo racioci

nio semelhante demonstrariamos que quando
8 .8. = vV
P q _

os dois espagos Sp e Sq estf@o contidos num unico 8.
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com

m = p+ g+ 1.

Ao espago Sm’ univocamente definido, chamamos,

egpago goma ou unifo dos espagos Sp e 8 . Interpretando

(o)
0 espago vaszio S_l como um espago de dimens8o -1 , pode-

remos enunciar o teorema 4 sob outra forma:

a
espago intersecgdo e um Sm como espago unido entdo tere-

"Se dois espagos Sp e Sq tém um 8§, como

mos & seguinte relag#o:
p+3 = d+m."

Sob esta forma o teorema é devido a Grassmann.

Tendo presente que o espago intersecgdo de
dois espagos é obtido aplicando a operagdo de secg8o ao0s
dois espagos e que esta operagdo pode ser aplicada a um
numero qualquer de espagos e é associativa, é imediata a
redugéo ao caso de dols espagos, da circunstancia de ter-
mos m (m > 2) espagos Sl, 82, ee., S, Com efeito, pro
curaremos a intersécgﬁo de Sl com 82, seja §1, depois 8

3 m

de 8% com 8 , ete., e finalmente a de §

dos espagos Sl, 32,...,Sm_1

. (intersecgso
) ocom 8. Consideragles seme-
lhantes se aplicam quanto & determinag8@o do espago uni#o

(operagso de soma ou projecgf#o) de n espagos.

) .
\)Partindo dos postulados de Menger, isto pode ser demons-

trado. Ver trabalho citado pg. 467 e seguintes.
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1.2 - Antes de terminar est#barégrafo, dese-
Jjamos precisar o conceito de dualidade, do gqual jé fizemos
referencia, Lembremos que um Sp é incidente com um 9
uando 8 . ou 9 S .
4 Y < q q < p

Podemos esununciar o principio de dualidade no

y

Sn como segue:

A qualquer figura composta de pontos e hiper-
planos corresponde uma figura composta de hiperplanos e pon
tos que apresenta as mesmas relago®s de incidencis da pri-
meira figura.

| Obgervamos que este principio assim comn as
consideragles que seguem podem ser deduzidas dos axiomas
da Geometrla Projectiva.

Em particular, & figura Sn' espago de pontos,

corresponde a figura 'Z:n\ formada de hiperplanos, chama-
da duél.do 8, A cada S, (contido ro Sn) corresponde
um § e aos pontos do Sm correspondem o8 hiperpla-

n-m-1
nos pelo Sn—m—l'
Se Sp C Sq (Sp e Sq no Sn), segue
Sn—q—l C Sn—p-l na figura Adual.
Em resumo: a relagad de "estar incluido", de
."pertencer" ge inverte pela dualidade. |
Como consequencia destas conslderagdes segue
que o© priﬁmipio de dualidade se estende e pode ser aplica-
do as figﬁras formadas com quaisquer espagos lineares
Sp, Sq, «++. « Neste caso geral a dualidade faz correspon-
der a cada Sp um 8 e quando Sq (@ Sp segue,

n-p~1
pela dualidade,

2

sn—q—-l Sn—p-—l’
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sendo S 0 correspondente de 8 e 8 o de
o n-q-~1 q n-p-1

§ 2 - DecomposigHo de wn espago projectivo.

Transformacgoes projectivas. BEspacos unidos. Decomposigdo

de um espago em relagsio 4 umsa homografia.

2.1 - Suponhamos no espago projectivo ordina-

rio (um 83), um plano 8, e um ponto PO ngo situado no

2

plano 82. Podemos sonsiderar o espago 83 como gerado pe-

lo plano S2 e pelo ponto PO, pois todo ponto P do 33

estd sobre uma recta definida pofbum ponto do 82 e pelo
ponto P0 e reciprocamente, todo ponto situado sobre uma
recta assim definida, estd no 83. Para indicar essa possi-

bilidade escreveremos:

) ' : ,

Ver, sobre a dualidade no Sn, os dois livros ja citados:-
Van der Waerden pg. 7 e seguintesy

Bertini - Capitulo II.

Q0 .
Neste pardgrafo indicaremos um espago linear, quando
né@o houver necessidade de acentuar a dimensdo, simplesmen-

te pela letra 8.
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0 caso particular considerado, facilita-nos a
compreens8o do conceito geral de decomposigdo de um espaco
linear §S. Sejam - Sl, 32, S SS, 8 espagos contidos

no espago R e independentes (ver 1.1). Sabemos pelo teo

rema 4 (e pelas consideragdes que o seguem) que 08 espagos
1 2

87, 87, ..., SB, sendo independentes, eles pertencerdo a um
espago de minima dimens@o (espago uni#io) univocamente de-

finido. Seja § esse espago. Se tivermos § = §, diremos
ue o espago R se decomple nos espagus parclaes

Sl, 32, 5005 SS ou tambem, que os espagos Sl, 82,...,Ss

geram o espago 8.

Diremos outrosim que os espagos

Sl, 52, S ,Ss s8o componentes da decomposigdo do espago 8,

E' claro que o espago R pode se decompor de
diferentes modos, isto é: em espagos parciaes diferentes
dos espagos S;, SE,...,SS.

No exemplo citado, o 83 pode se decompor tam
bem em duas rectas S1 e Si, que nﬁolse2enoontzam.

Os espagos componentes 8,8 ,...,8 , de uma

decomposigao do espago S, sendo espagos independentes, di-

1 4 » F
zer que o espago S ¢ decomponivel, € o mesmo que dizer ,
do espago 8, que ele é a soma directa (soma de 88Pagos sem

2 S
,o--,S ]

pontos comuns) dos espagos Sl,S
Escreveremps ont8o:

8 = Sl + 82 + veo + Ss.



 Lembrando que a operag8o +
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¢ mssociativa,

chamemos de 8' ao espago gerado pelos espagos 82,...,38,
isto é:
g = 82 .82, ... 48"
segue entdo:
s = s+ g,
Por outro lado, de
81 = Sl + 8
e de
S' - 82 + s5 + e e T SS’
segue:
8 = S1 + 82 + aes + g®
Convem tambem observar o seguinte: se Sl’ por
exemplo, é tal que
gt - g .8 (1)
entdo, de
g = gt 4824 .., 48" (2)
segue:
s = 5 + 8§ 4 8%+ o+ 80 (@)
Inversamente de (3) e (2) segue a (1).

2.2 - Seja <? uma correspondencia biunivoca

entre todos os pontos de um espaéo 3

outro espago

e todos os pontos de

8', isto é: uma correspondencisa cujo dominio
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é o espago 8, e cujo co-dominio & o espago 8',
A operagdo T  que leva os pontoe do espaco
S nos pontos correspondentes do espago S chgmamos de
transformagéo T, que leva o espago S no espago 8'.
O espagc S pode coincidircom o espago 8' - diremos entéo
de uma transformagéo T do espago S em si mesmo.
Suponhamos este caso e seja S wum espaco par-
cial contido no espago 8. A transformagdo T definida em
S, subordina no espago S uma transformagdo que pode

ser do espago S em si mesmo ou n#o. No primeiro caso di-

remos que o espago parcial 8 é invariante em relag8o &

transformagdo T ou que o espago § ¢ unido, relativamen-
te & transformagéo T. O 88pacgo § pode ser um ponto, uma

recta, etc.; diremos entBo de um ponto unido, de uma recta

unida, etc..

Suponhamos uma decomposigdo do espago S, is-
to é:
8 = Sl + 52 +oue. + 8°

2
Se os espagos componentes Sl,S ,...,SS, forem

espagos unidos em relag@o & uma traneformagiio T do espa-

go S em si mesmo, diremos que o espago S € decomponivel

em relag8o & transformagéio T. Sob outra forma podemos di-

zer: se o espago R for soma directa de espagos unidos, e-
le é decomponivel em relag8o & transformagdo T, casn con-

trario, ele é indecomponivel.

A transformag8o identica ou a identidade é a
transformagéio que faz cada ponto corresponder a si mesmo.

Aqui todos os pontos s8@o unidos.
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2.3 -~ As transformagfes chamadas projectivas
séo particulares transformag¢des T de um espago Sn em
outro espago 8 de mesma dimensdo. A transformagdio T

gerd projectiva se as duas condigles seguintes forem sa-
tisfeitas:

1¢) - avtransformagéo T 1leva qualquer 8,

do primeiro espago Sn num Si do segundo espago Sé.
22) - A correspondencis entre duas rectas S1

e Si correspondentes é sempre projeotiva.Q )

Diremos de dois espagos ligados por uma trans-
formag8o projectiva que eles sdo projectivos ou que ha uma
correspondencia projectiva entre esses dois egpagos,

| Daqui por diante congideraremos exclusivamente
transformag¢les projectivas.

Temos o seguinte teorema:

Teorema 5 - "Se dois espagos Sh e Sﬁ s&0
projectivos, a8 um Si subordinado do espago Sn’ correspon-—
de um espago Si do segundo espago.

Se um Si estda num S 0s correspondentes

J

Si e Sé conservam a mesma relagao. A correspondencia en-
u
tre S.l e Si é projectiva,
A demonstragdo deste teorema pode ser encon-

trada no livro de Bertini - pg. 56.

)} zorrespondencia projectiva entve os .spacgos

Assumimos conhecido o conceito de transformagfo projecti

va ou correspondencia projectiva entre dois espagos Sl.
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subordinados Si e Si damos 0 nome de projectividade

subordinada da projectividade entre Sn e Sﬁ.

A definig8io de projectividade pode ser Adada en

' »
tre unm Efn. e um zzn. Pode tambem ser estendida & corres-
pondencia entre um 8 e um zzn se nas condig¢les 1) e

2) substituirmos Si por zfi. BE' oportuna a introdug#o da
seguinte nomenclatura: quando a correspondencis projectiva

¢ s 1 ' -
se da entre dois espagos Sn e Sn ou :E:n € Ezn di

remos que se trata de uma homografia ou colineaco: se a

correspondencia é entre um S“ € um Eta diremos que §é

uma reciprocidade ou correlsag#o.

Convem completar o teorema 5 enunciando o
seguinte

Teorema 6:"Uma projectividade entre dois es-
pagos Sn induz entre os espagos ligados a esses espacos
uma transformagéo que é tambem projectiva."

Para fixar este teorema basta recordar exenm-
plos conhecidos do 83. Sabemos que ‘se existir entre dois
S3 uma projectividade, tomando no primeiro esvago uma es-
trela de raios, a essa estrela corresponderéd no segundo es-

pago uma estrela de raios e essas duas estrelas sfo projec-

tivas, .

A estrela de raios é um espago de duas dimen-
80es ligado so 83. Outro exemplo temos considerando planos
de rectas correspondentes nos dois espagos. Teremos neces-
sidade de aplicar esl +teoremsa no caso em que O espago
ligado ao 8 é uma estrela cujo centro é um ponto P. Es-
sa estrela é a totalidade das rectas, dos planos, etc., dos

hiperplanos que passam pelo ponto P, Bssa totalidade pode
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ger considerada como um espago de (n-1) dimensGes, no qual
as rectas funcionam como hiperplanos e os hiperplanos como
pontos (podendo ser o contrario se considerarmos esse espa-

go de (n-1) dimensBes como um espag¢o . ).

Nesta tese ndés nos ocuparemos unicamente com

as transformagBes projectivas de um espago em i mesmo, is-
to é do caso em que Sﬁ = Sn’ (projectividade entre dois
espagos superpostos).

Restringir-nos-emos, alem disso, &s homogra-
fias ou colineagles e falaremos sistematicamente de homo-
grafias ou colineagles em lugar de transformagles projecti
vas,

As nogles desenvolvidas em 2.2 sobre os espa-

gos unidos se aplicam evidentemente a este caso,

2.4 - Seja T wuma homografia no espago Sne
Un problema que surge naturalmente é o de saber se essa
transformagﬁo admite ou n8o pontos unidos. Essa questﬁo-é
respondida pelo seguinte

Teorema de existencia (7): "Toda homografia

admite, pelo menos, um ponto unido."

A demonstragé@o deste teorema, quando n=1,
ndo 6 muito Bimples e esté époiad& nos axiomas da ordem

0 i
e da continuidade (ou outros equivalentes).

9 Consultar, por exemplo: Prof. Giacomo Albanese: Lezioni 4di
Geometria Proiettiva - pg. 120 e seguintes.



- 20 -

Para n = 2, g demonstrag@o depende de delics—
das consideragaes de oontinuidade.gg

O problema da existencia de um ponto unido ngs
transformagdes projectivas é um caso particular de um pro-
blema fundamentsal da topologia - existencia de um ponto fi-
xo (unido) em relaglio & uma transformagio continua que ope
ra numa variedade (as homografias sgo transformagdes conti-
nuas).

29

Preferimos n#8o entrar em detalhes e gimples-
mente admittir o teorema de existencia, jd4 enuncisdo.

Outra questdo importante, ligada aos pontos
unidos de uma homografia, é a do numero de pontos unidos
admitido por uma homografia. Temos a este respéito 0 se-

guinte

©v

Teorema fundemental (8): "Se um espaco Sn
transformado homograficamente em 81 mesmo e existem n+2
pontos unidos que s#o independentes (n8o estdo num hiperpla-

no) n+l a n+l, entdo a homografia é a identidade.

o
Ver, p. ex.:

Severi: Geometria Proiettiva — p&. 259 e seguintes.
2 Consultar, bor exemplo, o livro clagsico de
Seifert-Threlfall: Lehrbuch der Topologie - pag. 283 ¢ se—
guintes.
Cohn-Vossen, no trabalho oitayﬁa introdugdo, considera a
questdo analiticamente, introduzindo coordenadas e escre-
vendo & equag#@o secular que'dé 08 pontos unidos e o proble-
ma recal no da existencia de uma raiz de ums equagdo alge-

brica. Evidentemente & um caminho pouco ortodoxo ... .
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0 w~ 2
Este teorema e classico, a sua demonstragdo

é geometrica e julgemos inutil reproduzii.a.

Teorema 9: "Se uma homografia que opera num
Sn possue um ponto unido, entdo ela tembem possue um hi-
perplano unido."

0 teorema é verdadeiro para n=2., Vamos admi-
til-o verdadeiro para a dimensdo n-1 e demonstrar que se-
ra ent8o verdadeiro para a dimens8o n. '

Seja P o ponto unido (frequentemente deixa-
remos de dizer: em relaéﬁo a uwna homografia, o que esta
sempre subentendido). Consideremos a estrels de centro P.
Egsa estrela € um espago de dimens@io (n-1) no qual os '
hiperplanos do Sn funcionam como pontos (ver 2.3 - pg.
18). '

A transformag8o induzida sobre a estrela de
centro P, admite um ponto unido, logo o eswvago Sn admi-
te um hiperplano unido que passa pelo ponto unido P.

Usaremos (com Cohn-Vossen) a notagéo o1
para indicar um hiperplano unido., De uma maneira geral
F, indicard um espago unido de dimens#o i.

Seja Fn—l 0 hiperplano uaido cuja existencia
acabamos de demonstyar., Esse hiperplano contendo o ponto
P e sendo unido admitird um P unido e que contem o

n-2

ponto P, Por sua vez, 0 espago Fn—2 é unido e aplican-

o]
Consultar, por exemplo:

E. Bertini: Iperspzi. pgs. 57 e 58.
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do o teorema 9, demonstramos a existencia de um Fn 3
unido e que contem o ponto P. Continuaremos este pProcesso
até atingir o espago Fo = P. Teremos, em definitivo, a se-

guinte sequencia de espagos unidos embutidos uns nos outros:
S D P D P, D e DE D .. DF,

r gsendo um numero entre 0 e m.

Supondo Fk um espago unido do 8 e r um

numero inteiro tal que
0 £ r £k,

é evidente (aplicando o teorema 9) a existencia da sequen-

cia de pespagos unidos
Fk D Fk—l ) R )Fr) DF‘O.

Empregando o principio de dualidade conelui-

mos imediatamente que cada L estd num P

Teorema 10: "Se uma homografia que opera num
Sn admite dois pontos unidos, ent8o ela admite dois hipsr-
planos unidos."

Para n=2 o teorema & verdadeiro . Vamos de- .
monstral-o para n=3.'Suponhamos que 0 teorema ndo seja

verdadeiro. Teremos entdo dois pontosg unidos P e Q e

o
Ver, p. ex:

Severi: Geometria Proiettiva - pg. 259 e seguintes.
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um unico plano T[] unido. O teorema anterior diz que este

plano passa pelos pontos P e Q.

=

A recta PQ = r € evidentemente unida e o

plano 1T, admitindo dois poutos unidos (P e Q) admite duas
rectas unidag. Uma dessas rectas é a recta 7T, a outra é
uma recta t que passa, como podemos sunor sem restrigéo,
pelo ponte P. Consideremos a estrela de centro em P. Fasa
estrela admitindc duas rectas unidas p e 1, admite dois
planos unidos, um dos quais é o pvqprio plano T, o outro
sendo um plano X # T e que passa pelo ponto P. Tica
assim demonstrada a existencia de um segundo plano unido.
Suponhamos agora o teorema verdadeiro para a
dimensdo n-~1, vamos demonstral-o para a dimensdéo n.

Suponhamcs o teorema falso. Sejam P e Q o8

dois pontos unidos e Fn 1 © hiperplano gque passa -entdo
por esses dols pontos,
0 hiperplamo -F admitira duas rectas uni-

das distintas que poderemo& supor,sem restrigao, pertencen—
tes ao espagb ponto unido P. Considerandc a estrela de
centro P (ver pg. 18), a qual é de dimens@o n-1, vem ime-
diatesmente a existencia de um hiperplano unido, distinto

do hiperplano Fn—l“



2.5 - Temos agora todos os elementos para de-
. monstrar o principal teorema sobre a decomposiclo de um
espago em relag8o & uma homografia.
Trata-se do seguinte teorema:

Teorema 11: "Se o espago § contem mais de

um ponto unido, entdo S € decomponivel, & existe pars

cada ponto unido P uma decomposicao

3 = P+ @ com P DO P
Demonstraremos, em primeiro lugar, o teorema
quando 8 = Sl (recta).

Sejam. P e Q dois pontos unidos distintos
do Sl' Segue dahi que

Sl = P+ 0

e 0 teorema estd demonstrado, sendo agqui P =P e P'z= Q.

Estendamos o teorema para 8

32 (planos)

Sejam P e Q dois pontos unidos distintos
do 82. Sejam tambem r e ' duas reétas unidas (cuja
existencia segue do teorema 10).

Duas possibilidades e somente duas podemos
considerar:

12) - Uma, pelo menos, das duass rectas unidas,
suponhamos a reta r, n@io passa pelo ponto P.

22) ~ As duas rectas r e r' passam pelo
ponto P, .

No primeiro caso, podemos escrever:
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e esta decomposigéo demonstra o teorema, séndo aqui
F=P e P =,

No 2% caso fixemos a atengfo no feixe de yaios,
cujo centro € o ponto unido P. Esse feixe de raics contem,
pelo menos, duas rectas unidas, e a recta definidaa relos
“pontos P e Q & certamente nesse feixe, unida.

Suponhamos essa reta (P Q) distinta da recta
r. Na projetividade subordinada sobre a reta P Q, 0s pon-
tos P e Q s80 dois pontos unidos distintos.

Podemos entio escrever:

S? = 1 + Q (r contendo ¢ ponto PO,

Fica assim demonstrado o teorema para este ca-
80, sendo aqui P ==1r e W' = Q.

Podemos agora atacar o caso geral, isto é:

O caso de um espago S qualquer, admitindo gque se tenhsa

demonstrado o teorema para o8 egpagos cuig dimensio & menor

que a dimensgsdo de 8.

Sejam- P e Q dois pgatos unidos distintos,
cuja existencia é suposta. Segue a existencia de dois hi-
. S ,
perplanos unidos distintos Fn-l e Fn—l‘
Distinguiremos duas e somente dusas possibili-

(teorema 10),

dades:
12) - Um dos hiperplanos, pelo menos, seja o
hiperplano Fn—l’ ndo passa pelo ponto P.

23) - 08 dois hiperplanos, P .

1
n~-1 a v

Vl"‘l $ pa_s_
4. N

sam pelo‘ponto 155
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No primeiro caso pcdemos escrever:

S = P+ Fn—l

(a dimenc8c de P + P, pelo teorema 4 é a mesma que a

do espago S), e o teorema fica demonstrado sendo

=t o ni}
P = F e Fn—l = T,

No 29) caso congideremos a estrela (de raiog)
cujo centro é o ponto unido P, A homografia no esvaco 8§
induz nessa estrela uma projecti 'idade (teorems 6) e sendo
o ponto P unido, a estrela é transformada em si mesmsa.

Nessa estrela o raio PQ ¢é evidentemente

unido, A dimensao da estrela é menor que 8 dimens@o do ec—
pago S, logo podemos aplicar & essa estrela (que possue
dois raios unidos, pois ela admite dois hiperplanos unidos

Fn—l e F;_l) o teorema da decomposigéo e chamando a estre

la de »  vem:
4 Z = T '}" T!’ g

0 espago T contendo o raio unido PQ.

S1 considerarmos T e T' como espagos de
pontos, esseg espagos serdo evidentemente unidos.

Por outro lado, todo ponto do espago 8 estd
‘num raio da egtrela Z:, logo podemos penear o espago ©
como gerado pelos espagos unidos T e ' os quais sé
admitem o ponto P (centro da estrela) como interseggéog
Fixemos a atengdo no espago unido T, Hsse esgpago alem
do ponto unido P contem ¢ ponto unido Q e sendo de di-

mensio menor que a do espago 8, ele admite uma decomposigdo



T = U+TU  com U 7.

Como o espago U' nao contem P, chamando de

F ao espago uniac dos espagos U e T', vem:

g = B+ 7'

com

F DOP e P.U = V

© que mostra a decomposig&o do espago 8, como exige u
teorema.

Teorema 12: "Se o espago S countem um unico
ponto unido, ele é indecomponivel."

Suponhamos o contrario, isto é:
S = 8 4+ 87,

0 espago ou el R admite, pelo .menos,
um ponto unido, seja o ponto Pl' 0 mesmo quanto ao espa-

Q0 82 e suponhamos que . P,

o sejamum ponto unido desse ed-

page .

Portanto se S for decomponivel ele admite,
pelo menos, dois pontos unidos distintos e dai o teorema
enunciado. |

Teorema 13: - "Suponhamos o espago & indecom

ponivel, Entédo para cada k, com

0 &~ k & n-1,

existe um unico Fk e estes satisfagem as seguintes rela-

gO0es de pertinencia:

- e "
S DF  DF oD e DF.D . DPE P

O
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Com efeito, seja P o unico pontc unido de
5. Pelo teorema 9, sabemos que existe um hiperplano unido
Fn—l que passa pelo ponto 7P, Considerando o teorema 10
€ raciocinando por dualidade é facil mostrar- que o hiper-
plano unido F é o unico. O espago T

n-1 n-1’
admite um unico ponto unido, em relagéo & homografis in-

por sua vesz,
duzida e portanto um unico P , € assim por diante, até

atingirmos o ponto P.

2.6 - Introduziremos, com Cohn-Vossen, uma
notagao que se mostrard muitc oportuna daqui por diante,
Seja P um ponto unido do espago & e T

k
um espagc parcial unido e indecomponivel que contem o pon-

to P. Do teorema fundamental (8) sobre a decomposigéo ase-
gue que o ponto P € v unico ponto unido contido no ggpa—
GO Fk' Para destacar este facto modifi~aremos a notago
Fk e escreveremos FK(P)J

Em determinadas ocasides, quandoc nao f8r ne-
cessario precisar a dimensfo do espago, escreveremos sim-

plesmente F(P)

Suponhamos que o espago §, em relagdu a
uma homografia, admita um unico ponto unido e seja este v

ponto P,

Podemos entao escrever:
S8 = T(P).

8¢ 0 espagc § admitir mais de um ponto uni-
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do, ele se decompord em dois espagos unidos (teorema 8).
Cada um destes €spagos, por sua vez, se admi-
tir mais de um ponto unido, se decompors.
Este processo de decomposiggo € evidentemente
finito e teremos finalmente espagos indecomponiveis com
'3 . - . Ay r
um unico ponto unido) cuja soma (directa) é o espago 8.

Escreveremog:

8 = F(Pi) 4 F"Pz) Toeea ck I"(Ps) (D)

Pl’ P2, o000 Pq sendo os pontos unidos dos edpagos unidos

IS

indecomponiveis,
Referiremos a este resultado, chamando-o de
Teorema 14: - "Bxiste para csda homografia,

uma decomposig@o do espago § em espagos unidos

g = F(Pl) + F(Pz) +oowa F(Ps)o"

Bste teorema € muito importante pois associa a
decomposigdo do espago § em espagos unidos indecomponiveis
a pontos unidos. Entretanto ele & incompleto, vorque nada
atirme quanto & unicidade ow arbitrariedade da decomposicgdo,

O teorema é incompleto em dois mentidos. Em
primeiro lugar quanto & dimensio dos €8pagos unidos indecom
ponivels associados aos pontos unidos e em segundo lugar,
quanto aoe pontos unidos que podem ser associados & decomno
sigao (D). do espago S, pois podemos supor uma decomunosi-
gdo (D) do mesmo espago 8 mas associada g outros vontos

unidos, por exemplo:
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_ P ' P |
8 = kal) + F(PZ) F oo + E\Pt)b

Uma ilustragao deste facto temos na homologia

plana. Seja T o plano, r o eixo, P. o centro, P. e P,5

1 2

dois pontos do eixo r.

Temos ent&o a decomposigao: -
T = FO(Pl) + Fo(Pz) + FO(P3).

! B R . .
P2 e P3 gendo ouwrus dois pontos do eixo
vem tambem:

_ § ! /!
T = FO(Pl) S F0<P2) + FO\Pj)a

Nas proximas paginas procuraremos precisar o
teorema 14, o que equivale a pesquisar a arbitrariedade da
decomposigao (D). Tratarcmos de precisal-o primeiramente
quanto a dimensac dog espagos indecomponiveis. Negte sen-
tido demonstraremos os seguintes teoremas:

Tevrema 15 -~ "Se o ponto unido P uao esté.
nc espago unido P, entao P e FP) nso t&m pontos em
comum, "

Com efeito, se F e F(P), tivessem pontos
em comum, estes pontos formariam mm espago, o qual serisa
evidentemente unido. Seja P essge espago unido o qual,
ndo contem o ponto P, F' sendo unido contem, pelo menos,
un ponto unido, seja o ponto P'. Mas P' estando em P

esta tambem em T(P), o que € absurdo pois F(P) & inde-

componivel.



Teorema‘lé - "Seja 8 = Fk(P) + P uma decom-
posigdo do espago 8. Nessas condig¢des nao existe neuhum
P(P) com dimensao superior a k."

Com efeito, do teorema 4 segue que a dimen-
sac do espago P € n-k-1. Do teorema anterior concluimos
que F(P) e ¥ nao devem ter pontos em comum.

Lembrando-nos novamente do teorema 4 segue
que a dimensao de F(P) nao pode ser superior a k. -

Teorema L/ - "Se

t

S = F(P) + P = F(P) .,

entav segue k = 2 AL

Do teorema anterior vem contemporaneamente:

k $~2 e { £k
logo

K =L,

Este teorema afirma que a dimensdo do egpage

indecomponivel associado a um ponto unido é constante.

Egse resultado permite associar a todo ponto unido um nu-

mero. Seguindo Cohn-Vossen iﬁicaremos esse numero com a
notagéo k(Pju

2. - Neste numero daremos um conceito de pon-
to e hiperplano unidos associados.

Demonstraremos em primeiro lugar ¢ seguinte

Teorema 18 - "A todo ponto unido P podemos
agsgociar um hiperplano unido."

Com efeito, pgdemos semp?e supor que o ponto

P pertenga a uma decomposigdo (D), isto é:
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8 = Fk(P) + F(Pl) F oeee + F(Ps)

O teorema 1% diz que o espago FK(P) conten

um unicp Fk—l unido.
Formemos © espago:
Fn—l = Fk-—-l + F(Pl) + oo + FKPS)G

Cagr: Xk = O definiremos:

>
I

F(Pl) L FQPSW.

E' facil verificar que este espago é um hiper-
plano unido do espago S, o que demonstra o teoremsa.

Aos hiperplanos Fn—l’ definidos desta maneira,
chamaremos hiperplanos unidos associados ao ponto unido P.

Bvidentemente, os hiperplanos Fn—l associa~
dos ao ponto unido P pertencem a este ponto guando
k # 0. Quando k = Uy, o hiperplano associado a P nao per-
tence a este ponto.

Teremos ocasifio de completar este resultado.

2.8 - Neste numero estudaremos o grdo de arbi-
trariedade da decomposigéo (D) em relagéo aos pontos uni-
dos Pl’ Pg,a..,PS.

Este estudo é feito por Cohn-Vossen em dois
casos particulares - homografia com um numero finito de
pontos unidos e homografia com um unico espago linear de

0
pontos unidos.

® A demonstragéo geral sugerida por B. T.. Van der Waerden em
nota do trabalho de Cohn-Vossen n#o nos convem porque é ana-

litica.
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Conseguimos uma demonstragao geometrica para
qualquer caso e é esta a demonstragao que exporemos. Pre-

liminarmente alguns teoremas.

Teorema 19 - Seja
8 = F(Pl) + F\PZ) toeeo + W(PS)

uma'decomposigéo (D) do espago 8. Suponhamos que v espagu

3 contenha um espago P de pontos unidos. Vessag condigoe .,
Cﬂ*l) dos pontos Pi, P2, op ,PS pertencem ac espagou Fg .

(exceptuando o caso da homografia identica)."

A demonstragso deste teorema e facilitada pe-

la demonstragao do seguinte

Teorema 20 - 8eja
8 = PF(P)) - F(Pz) el F\PS{

uma decomposigde D) do espage 8. Suponhamos que o egpacu

S contenha um espago ¥, de pontos unidus. Nessas condi-

goes um, pelo mencs, dos pontos P19 P2, 500 K Ps’ pertence

a0 espago F,, (exceptuandc o caso da homografia identica)."
Supomos ¢ teorema verdadeiro para os egpuagos

cuja dimensdo é menor qﬁe a dimensao do espago S e vamos

demonsgtrar que sera verdadeiro tambem bara o espago S.
Tomemos (£ + 1) pontos independentes do E},

gejam o8 pontos

27 vt Touy o
Se todos estes ({+1) pontos forem dependentes

do espago
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SN F\Pz) + F\P3) + oo F\PS)

entac

B, C F(P,) + F(Py) + ouv o B(P)

0 espago S sendo de dimensao menor que a do
espagc S e FJ estando nesta hipétese em 3, gegue que um

dos pontos P2, P39 e PS pertence a P . e o teorema

2
estara demonstrado.

Suponhamce ent@o que wm, pelo menos, dos pon-
tos Tl’ T2, S T}%l ngao pertenga ao espage 9. Sejas es-

Se o ponto T por exemplo.

17
Formemos o espago

Tl . F\PE) t e + F\PS).

Supomos gque o espago F(Pl) seja o espnaco de

maior dimens#o entre os espagos F(Pl), F\Pz), . ,F(Ps).
Caso exista mals de um espago neseas condigoes, escolhere-
mos um deles.

Evte espago encontrard certsmente o espago
F(Pl) e 8 intersecgdc sd poderd ser um wnico ponto U
(teorema 1), o qual serd unido.

Se o ponto U ¥fP1, F(Pl) conterd dois pon-
tos unidos, o que é absurdo (ver 2.6 - pg. 28).

Vamos portasntu que U = P, e dai o espago

. 1
Ti + F\Pg) + e F(Ps) passari pelo ponto Pl e tere—

9

E' o mesmo que projestar § do ponto T, -
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mos (sendo P, independente de F(PQ), P )9009,F(Ps)}

1 3
Tl e F(Pz) b F(PS) = Pl + F\Pg) + e F(Ps)
Com rac¢iocinio semelhante concluimos que os von
tos T, TB’ e anl ou estao no esvagu S ou no espa-
¥
P, - F(Pz) S F(Ps)u
Observemos que temos evidentemente:
§ OB v PR - . i BB,
Devemos agora distinguir dois e somente dois
casos;
1e) - kP) > 0
22) - k(Pl) = 0

No 1¢) caso, o espago P, estard num espaco
de dimensao menor \que'a do espago 8) e portanto um dos

pontos unidos Pl, P2, o 0 PS pertencera ao e8pago

FQ =

No. 2¢ cago tersmos:®

= P

it

w

k\Pl) = k\Pz) k\PS) = 0

. A 4
e a decomposigdo do espago 9§ serd:

S = P]_ e P2+ 20 0 'T“PS’

logo
B = n + 1l
Neste caso, se o espago FQ nao coincidir com
um dos pontos Pl’ P2, co anl’ a homografia serd a iaewn

tidade (teorema 8) e o teorema 20 fica assim demonstrado.
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Teorema 21: - "Seja .
S = F(Pl) + F(P2) + o +LF(PS)

uma decomposigio (D) do espago 8. Suponhamos que © espag.
S contenha um espago Fp de pontos unidos e que k eutre

o8 pontos Pl’ Pz, 500 ¢ Ps’ com

1 & k <4
pertengam ao espago FR . Nessas condigles (k+1), dentre os

mesmos pontos, pertencerdac ao espago Pa o

Faremos a demonstragéo aplicando o prineipio
de indug#do completa, portanto, admitindo que ele seja ver-
dadeiro para os espagos de dimens#@o inferior a do espago
S e demonstrando-o para este espago. Jonvem demonstral-o di

retamente para o espago S

Neste caso o ispago de pontus unidces F} p.de
ser:

12) - um pontos

2¢) - uma recta ;s

392) - o proprio 820

O 1¢ caso equivale & demonstragao do teoremsa
20.

No 3¢ caso teremos a homografia identica.
Para demonstrar o 22 caso basta considerar ss
possivels decomposigdes (D) do espago 82 em dois espages

indecomponiveis e que s#o:



- 37 -

a = 32 = Fl(Pl) + FO(P2) H
Pl gendo um ponto da recta Fl e P2 um ponto unido wndo
situado sobre a recta Fl. |
No caso a, ligando P2 a P \ponto generico

gobre a recta Fl) teremos a intersecgdo U com Fl(Pl;,

sendo U & Pl’ 0 que € absurdo.

E(®)

Caso a. Caso b.

No caso b, Fl\Pz) conterd P %'Pz o qﬁe é
absurdo. A contradig#o provem de considerarmos um unico pon
to Pl sobre a recta Fl.
Os dutros cascs de composigzo do 82 reduzem—
se facilmente aos casos examinados.
Demonstraremois agora o teorema 21.
3e o espago de pontos unidos Fg pertence a
un dos espagos unidos obtidos tomando (s-1) componentes ds

decomposgigéo

S = F(Pl) + F(Pz)  eee b F(PS),
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ent8o ¢ teorema sera verdadelro, pois o espago Fi estars,
nestas circunstancias, gituado num espago unido de dimen-
s#o inferior & dimensdo do espago 8.

Caso contrario, sseja F(PS), por exemplc, o
espago componente de dimensdo maxima (um deles, se houver

mais de um com a dimensfo maxima) e formemos o espage!

P + F(Pl) + F(Pz) + aee F(Ps—l)’

P sendo um ponto do espago Fea

Este espago encontrara ceritamente o espaco
F(PS) (teorema 1) e a intersecgio serd o proprio ponto
P (teorema 1 e 2.6 pg. 28). Segue dai que o espago T,
se encontra no espago

Ps + F(Pl) + F(Pz) + eao + F(Ps_13°

Podemos fazer duas e somente duas hipoteses:'
12 - k(P) > 0

hm

[ %

Na 12 hipotese, o espago ®, w®ge encontrara
num espago de dimens8o infericr a do egpago 8 e pcrbanto
o teorema serd verdadeiro.

Na 2 hiputese, teremos tambem:

k\Pl) = k(P2) = 00 2 = k\PB) = O,

seguindo dai:

8§ = n + 1

S = P 2 P + cco + in’lu
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A verificagdo do teorema neste caso é simples.
Basta observar que os espagos unidos de uma homografia

néo identica com a decomposiggo

S=P+P +a|.+P

1 2 n+l’

ge encontram entre as faces do (n+l)-edro cujos vertices

sdo os pontos Pl' PZ’ 500 Pn+1 e portanto, sobre o F

unido, se encontrarﬁo,.9+l dos vertices Pl,P?,..,,P

2.9 - Neste numero, utilisando os teoremas de-

n+l°’

monatrados no numero anterior poderemons finalmente estudar

n grdo de arbitrariedade de uma decompoeizio {N) do espace.

3. Procuraremos, em'primeiro lugar, um cage ~articular que

¢ aguoele em que o gspago S admite um wnico ssvaco FS gg

pontos unidos. Este caso foi consideraio por Tohn-Yonecen,
Seja:

s = P(Pl) + F;f?'),z) + o0 * 1"1‘?8)

uma decomposig¢Bc do eespago. O espago:

- 3 v N e R L "z\
s-1 1 7 2 e
serd o espago de pontos unidoa (teorsma 21, pg. 36). Suponha
mos um ponto P pertencente ao espago Fs—l mas indepen-
te de quaisquer (s-1) den*tro os pontos Pl’Pz""’Ps°

Ao ponto P estd ascocisdo um numero (D)
(ver pg. 31).

9 N )
Mathematische Annalen -~ 11% -~ pg. 82,
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Vamos demonstrar o .eguints

Teorema -
k(P) = min k(Pi) (i=1’2’|'|,s)0

Entendemos com a notagfo  min k(Pi}, o me-
nor dos numeros k(Pl), k(P?), Loy k(PB).

Para fixar, suponhawmos que
mir k(Pi) = k(Pl) = T,

Temos ent#o (teorema 14, pgz. 29):
9 = Fr(Pl) + G

e seja k > r. Nestas condigBes, do teorema 1 segue que a
intersecgBo dos espagos Fk(P) e G n#o é vazia,

Por outro lado, se o0 ponto P n¥o estiver
no espago unido G, segue do teorema 15 que a intersecqgBo
dos espagos Fk(P) e G ¢é vazia.

Em conclus®o, se k ) r, o ponto unido _P
estd em G.

———

Mas,
!

G = F(P2) + F(P3) + .. + F(Ps)

e n8o existem pontos unidos am G fora do eapago

P2+P3 + LI} +Ps,

portanto

P £ (P2 + P+ .o + PB),

3

contra a hipotese feita de que P ndo depende dos pontos
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P P P

29 3’ 2 o o 9 S.

Seja agora k { r. Entao a intersecgfo dos eg
pagos F(Pl) e H 1rdo sera vazia e de novo {(tecrema iH)
segue

Pl &i H
e como P rn#o depende dos pontos P29 0Gwl O PS, estes uL-
timos estdo tambem no espago H. Mas nestas circunstancias
teriamos:

P & H

0 que contradiz a decomposigsao

H

+

S = F‘k\P)

Ndao podendo ser k >r ou k< r segue k = r, como que-

riamos demonstrar.

Teorema 23 -~ "Seja a seguinte decompusigio
\D) do espago S

8 = F(Pl) + F\Pz) + oo F(PS)
@ suponhamos que O espago
Fs—l - Pl i PE + 00 + Ps

8eja 0 unico espago de pontos unidos. Se um ponto P do es-—

pago Fs 1 for independente de quaiéquer \9-1) dentre

os pontos Pl’ P2, noo o PS e se
nin k\Pi) o k(Pl;,

teremcs tambem a seguinte decomposigHo do espagy 9
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- rpy . ’ o SN
S = FkaP, F\ng Yosee F F\PS).

Escreveremcs como na demonstragao anterior

G = PP, + F(PB’ S F(Psﬁg

Pela demonstrag#o anterior ggbemos que FK(P;
e G n&do t8m pontos em comum e sendo a dimensuc do esmace
Fk:P) a mesma que a do Fk\Pl)g segue do teérema L que
Fk(P) e G geram todo o espago 9.

Vimos a dimensac do espago unido assuciado a

um ponto generico do espago T iremos estudar agora a

g-1’
dimensao do espago unido associado a um pontc P dependen-

te de t dentre os pontus Pl’ Pz, . oW Pso Sejam esies
os pontos P. , P, ,..., P, ., Se considerarmus o es-
i i, i
1 4 t
pago PP, ) = F(P, ; + ... + ®\P., ), poderemos desenmioLver,
1 T2 -1y
relativamente a este espago, 0s raciocinios do tecrema ez
referentes ao espagc 8 e demonstrariamos que
k.P) = min k(Pi ) Jm L2009
J .
Tendo em vista este resultado e o do teorems
23, poderemos fazer & seguinte di.gtribulgav €o0s pontos
do eéspago Fs-l“ Em primeiro lugar destacamos os pontos P

para os quaes

| r = mnin kP
k.P)y n
P & FE_

S

Estes pontos formam, como mostra a observagi.
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anterior, um espago P, Seja
r' = min k(P) opara P & F'.

1
Destacaremos no espago F vs8 pontos para os

quais -
k(P) > r'.

"

3

Estes pontos, por sua vez, formam um espags T

Continuaremos com este processo até atingiimos um espacgo
(w) C e
F no qual k(P) & constante e teremos, em definitivo,

a seguinte cadeia de espagos embutidos une nos outrus:

(w-i)

PoDFDF D ... D "

}

Fixando a atengdac no processo de formagBo dus-
tes espagos é facil certificarmo-nos que em cada espagyu da

cadeia, k(P), para P nesse espagc, coincide com um

k(Pi). (1 =1,2,...,8).
o}
Para obter uma base para uma decomposicac

e
(D) do espago procedremos do seguinte modu: tomaremous no

espago F{m) os pontos Qq+l’ soy Qs que formam uma ba-

se deste espago, em seguida acrescentaremos a estes pontos

um certo numero de pontos independentes do espago pe

. () (-1} .
que estdo no F e teremos uma base do P ¢ cuntinua-

remos com este processo até atingirmos o espago FS i

obtendo, em definitivo s pontos independentes

0
Relativamente ao espago FS 1 esta basge coincide com uma

base do mesmo espago, tomada no sentido dado em 1.1.
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Qs Qys oees Qo

8

A cade um destes pontos associaremos o espago
unido F(Qi) de dimens#o maxima e é facil verificar (teo-
rema 4) que cada um deles tem intersesoglo vazia com a soma

(directa) dos restantes. Como jé observamos,
k<Qi) =3 k(Pi) <i=l’2’°°',s)

e segue dal que o espago

F(Ql) + F(Qz) Pe. * F(Qs)

é o proprio espago 8.

Com iss¢ estabelecemos a arbitrariedade exis-
tente na escolha dos pontos de uma base para uma decompo-
siggo (D) do espago S, no oaso em que este espago admite
um unico espago de pontos unidos.

Pagsaremos ao caso geral supondo que o espago

3 possua q e somente ¢ espagos de pontos unidos de di-

mens8o maxima. Sejam estes os espagos

F 5 9 F 9 o oy F v
8;-1 8, 1 8 ~1
Do teorema 21, segue que em gualquer decompo-

sig8o (D) do espago S figurardo

)
Os espagos FS -1 sendo espagos de pontos unidos de dimen

s8o maxima, s8o evidentemente independentes, Para demons—

tral-o basta considerar um FS _] © uma recta de pontos
1
unidos que o encontre: vemos facilmente que o Fs -1 esta-
1
ria contido num Fs de pontos unidos, contra a hipotese.
1
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S=Sl+S2+...+S

espagos componentes indecomponiveis, correspondentes,

Por exemplo, aos pontos unidos Pl, P2, Sl Ps'

Se jam
Pl, P2’ e 0 0 ,Psl
08 pontos que figuram no espago FS -1 € cnonsideremos o
espago parcial: '
S0
8 = F(Pl) + F(P2) + ee. + F(PS ).

1

8 .
Este espagoc 8 ' é unido e contem um unico es-—

pago de pontos unidos que é o espago Fs 1
: 1

Para este espago SS‘, baseando-nos no teorema
23 e consideragles que o seguem, poderemos escolher uma ba-
8¢ para a decomposigio. Seja por exemplo
1 1 1
? Q ? LA )Q o
1 2 81

Q

0 mesmo pddemos fazer, relativamente aos ou-
’ s ’ 3
tros espagos unidos definidos como 8°* e que indicaremos
com as notagdes

8 s

S8
s*, 82,..., 8%,

As bases para a decomposigBio (D) desses egpagos (obtidos

8 = .
comec a de S°') ser8c respectivamente:



2 2 2

Ql, Q2’ . ? QS
2

o, 2, ... ,Q:3

; s
. Q
A decomposigéo
8 S, g
(E) 8 = 8" +8° 4+ ...+8"

é uma decomposigéo do espago S em espagos parciaes, cada
um dos quaes contem um unico espago de pontos unidos.

Vamos demonstrar a unicidade da decomposigiio (W),

Suponhamos a existencia de uma outra decompo-

sig#@o do tipo (B), isto é:

8 g s
= 3 = % h
3,87, ... , 8 3 contendo respectivamente os espagos de

pontos unidos _
P N
sl 1 S, 1 sq 1

E' facll mostrar que ofespago

B

1 1 1
F(Q) + F(Qy) + «u + F(Q; )
1
_S‘ 4 S‘ st
deve estar contido no espago 8 °, isto é: § 8,

Por cutro lado, sendo
=1 =<1 =1
Qs Qor -ve 50y
J

uma base da decomposigdo do espago 3 segue



- 47 -

s‘i. _Bg_
Sam @8 9w .
Das duas relag¢Bes:
‘ _S .
8°"D 8"
_SL sk
3 C 8
segue
— 5,
8 = 8
e demonstramos assim o
o} .
Teorema _24 - O espago 8 se decomple de

uma unica maneira em espagos parciaes unidos que possuem um
unico espago de pontos unidos, cada bonto unido estando num
dos espagos8 parciaes.
Os teoremas demonstrados neste pardgrafo permi
tem uma claseificagéio completa das homografias em relagso
a configuragéo dos seus pontos unidos. No pardgrafo seguin
te faremos esta classgificagéo no 83 e no ultimo pardgrafo

desta parte demonstraremos a existencia das homografias

clagsificadas.

2 P .
Este teorema n8o estéd demonstrado no citado trabalho de

Cohn-Vogsen,
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§ 3 : ClassificagBo das homografias no §3o

3.1 — Neste pardgrafo splicaremos os teore-
mas sobre & decomposigdo (D) de um espago em relaglio & ho-
mografia, que demonstramos no paragrafo anterior, &4 efecti-

va classificag#@o das possiveis homografias que podem se
apresentar no espago projectivo ordinario, isto &: um 83.

Esta classificag8o estd baseada naa possiveis
configuragles do conjunto dos pontos unidoe que o eapago
pode apresentar em relag#io as homografiams, Q teorema 8,
que é o teorema fundamental sobre as traneformagdes projec-

tivas, afirma que essa configuragio dos pontos unidos &
sempre uma configuragio de espagos lineares (no caso do SE’
é formada de pontos, rectas, planos ou eventuaslmente todo o
espago). Por outro lado, o teorems 24, afirma que 0 espage

(em relagic & uma homografia) se decompSe univocamente em
tantos espagos parciaes quantos 880 os espagos independentes
que fofmam a configuragdo dos pontos unidos.

Portanto, para fager a efectiva clasaificagéo
das possiveis homografias no 33, devemos inicialmente enu-
merar as possiveis configuragles de espagos independentes
de pontos unidos.

Em primeiro lugar, quanto ac numero de espa—
gos de pontos unidos independentes, podemus ter:

A - Quatro espagos de pontos unidos,

B - Trés b d ) .

C - Dois " " i "

D - Um espago de pontos unidos.
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N&8o consideramos a posegibilidade de cinco ou
mais espagos independentes de pontos unidos porque, neste
caso, como consequencia do teorema fundamentsl (8), & homo-
+ grafia seria a identidade e preferimos colocar egta particu
lar homografia no caso D.

Em seguida, relativamente & cada um dos qua-
tro casos enumerados devemos examinar de qﬁantas maneiras
distintas podemos aplicar o teorema 24 sobre a decomposigdo
univoca do espago e de quantos modos podemos escolher uma
base de decomposigo (D).

Estudaremog separadamente o8 quatro casos ini-

ciando pelo

Caso A.

Aqui se existir uma homografia, sendo os quatro
espagos de pontos unidos independentes, trar-se-4 evidente-
mente, quanto & configuragdo dos pontos unidos, de quatro

pontos unidos que cheamaremos Ql’ Qg, Q3 e Q4, o8 quais

sendo independentes dardio a decomposigdo directa do 83:

(1) S3 = Ql + Q2 + Q3 + Q4.
Teremos, portanto, neste caso:
e o8 quatro pontos Ql’ Q2, Q e Q

3 4

base da decomposigdo do 83 em relagdo & homografia que

chamaremos do tipo I. Este'tipo de homografia néo serd es-

constituirgdo uma

ecial, pois o espago de dimensBo minima que conterd todos

o8 pontos unidos serd o proprio 33.
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A existencia efectiva de uma homografia deste

tipo seré demonstrada no § 4, no qual nos ocuparemos tam-
bem da construgdo das homografias correspondentes a todos

o8 tipos que serd8o enumerados neste pardgrafo.

Caso B.

Em correspondencia com a dimens&o dos trés
espagos de pontos unidos, distinguiremos dois casos. Indi-
caremos os espagos de pontos unidos com a notagéo Fi, Fg,
Fz, na qual o indice superior distingue um espago do outro
e o inferivr d8 s dimens#o. Bssa indicagHo serd utilisada
tambem nos outros casos, com as modificagBes requeridas
quanto aos indices. .

Os dois casos referidos sdo os seguinte

e P

Bl - Os espagos de pontos unidos s#o oS espagos Ei, P

e F

O MO N
C W0 W

B - u‘ " " " L " " Fl, 7
. 0]

Os tré&s espagos de pontos unidos, estando no
83 e sendo independentes n#io é possivel considerar outro

gub-caso alem dos casos B1 e Bz.

Ve jamos em detalhe o

Caso §1.

Levando em considerag#@io a dimens&o dos espagos

de pontos unidos seguird a seguinte decomposigdo do 83:
-_ £ ]
83 = S1 + SO + %O

= pt = pé b= o
Sl = Fl 8 =P So = FO '
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Neste caso, essa sera a unica decomposig#o do

S3 4 que se refere o teorema 24.

Quanto & escolha de uma base para a decomposi-
¢io (D) do 83, é evidente que a base do Fg parcial serd o
2 .
proprio FO que, por conveniencia, chamaremcs tambem Q3:
0 mesmo quanto ao espago Fz que chamaremos Q4. Quanto
ao Fi, sendo este de pontos unidos, qualquer que geja o
geu ponto unido P viréd k(P) = 0. Tendo presente o teore-
ma 21 segue que, sendo Q e Q
1 1 2
F

1 ,
1y uma base do Fl sera Ql’QZ'

Reportando=nos ao teorema 24 segue que o8 pon-

dois pontos distintos do

tos Ql’ Q2, Q3 e Q4 formar&o uma base do S3 e teremos
aqui:

S5 = P (Q) + P (Q) + F () + P (q)
1 2
I1 Ql £ Fl Q3 3 Fo
1 b
Q2 3 Fl Q4 & I"O

Uma homografia com estas propriedades, se exig

tir, n8o serd especial e diremos homografia do tipo IT.

Q

asgo gz.

Levando em considerag@o a dimensSo dos espagos
de pontos unidos haverd tambem aqui a seguinte unica decom-

posigdo do S4 (baseada no teorema 24):



1
33 = Sl + So + SO,
com
1 - p2 V= 3
S1 D FO, So = FO, So = Fo.

Quanto & escolha de uma base para a decomvpo-

sigdo (D) do 33 ¢ evidente que os dois pontos

_ 2 - 3
SO = FO e Q. = P

formarao base para Fg e Fg, respectivamente,

Quanto & base do Sl’ contendo este um unico

ponto unido Fi = Ql, Q1 serd a base do espago unido Sl.
Da decomposigéo

2 3
SB=SI+FO+FO
segue, evidentemente:

S, = T(Q) + F(Q) + P ()
F (Q) £ 8 F(Q,) =
III 1'71 1 o' 2 Q

- 3 -

F (Q) = ¥,

A uma homografia que tenha as propriedades do
caso B,, diremos que é do tipo III. Evidentemente serd

especial pois seus pontos unidos estarsio num mesmo plano

do 33.



Podemos distinguir nest= caso, quanto & dimen-
g8o dos espagos de pontos unidos existentes, quatro e somen

te guatro possibilidades. 8o as seguintes:

Gl - Os espagos de pontos unidos s#o os €spacgos Fi e Fi:
Cp = " o ! ! " L . F% e lFE:
R
R L A R 4
Caso Q.
A decomposigéo directi do espacgo 33 em dois

egpagos parciaes, um contendo o FO e o outro contendo o

2 . . . .
Fo é possivel de duas unicas maneiras. S8 as geguintes:

\

Cl - 0 espago 33 ge decomple °em duas rectag, isto é:
— ]
S3 = S1 + Sl
com
1 ' 2
Sl ;) Fo e S1 D) Fo.
"
Gé - 0 espago 83 se decompe num plano e um ponto, isto é:
83 = 32 + SO,
com
1 i 2
82 D Fl e So = FO.
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\
Caso Gl

A determinagéo de uma base para a decomnosiggo

(D) do S3 é neste caso muito 8imples, pole casda um dos

espagos S1 e Si ccnt®m um unico ponto unido. Chamsndo
esses dols pontos unidos respectivamente de Ql e 02
Ql = Fi e Q2 = F§ teremos a4 seguinte decompoaigdo
do 83:
8, = F(Q) + 7 (Q)
v , _ 1
{ = i 2 .
F1Q) = 8 O F

Uma homografia com estas propriedades serd es-
pecial e diremos homografia do tipo IV,

A determinag@io de uma base para a decomposigtio
do S3 ¢ tambem aqui imediata, pois o espago ¢

3, contem
gomente o ponto unido Ql € 08e8pago SO evidentemente coin

cide com o ponto unido Q2. Quanto & dimens8o do espago in-

decomponivel associado a 01 ela sera certamente igual a

dois, isto é:

k(Ql) = 2,
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Teremos portanto, neste caso, a seguinte de-

composigéo (D) do S

%
v — 1
F () = 8, DF)

_ _ 2

Fo(Qo) > BEE =5

Uma homograsia com estas propriedades serd

especial e diremos homografia do tipo V.

Caso gz.

Devemos, tambem aqui, considerar dois casos,

quanto & decomposeigdo do espago 83 em dois espagos par-
ciaes que contém respectivamente Fi e Fs. S80 o8 seguin

tes:

Gé - 0 espago 83 se decomple num plano e um ponto, isto é:

3 2 0
com
1 - 2
82 D Fl e SO = FO.
Gg - 0 espago 83 se decompde em duas rectas, isto é:
t
33 = Sl + Sl
com
— 1 ' 2
S1 = Fl e Sl D) Fo
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Caso Gé

Vamos em primeiro lugar nos ocupar da escolhs
de uma base para a decomposigédo (D) do 82. Este 82 con—
tendo uma reta de pontos unidos terd uma 'base composta de

doies pontos distintos Ql e Q2 de Fi e devemos ter

K@) = 1 e k(Q) = 0

pois todo ponto T de P dependerd linearmente de {
e Q

1
2° :
A base do 8 gerd evidentemente o pontc

_ P
Q = T

Os pontos Q19 Q2 e Q3 formardo uma base
para & decomposigdo do S e teremos a seguinte decomposi-
géo (D) do 8.:

5
85 = P (Q) + F (Q,) + P (Q)

FQ) C 3, Qe R

VI : '
Follg) = 0 9, & T

N = e

P(Q) = @, Q=

Uma homografia com estas propriedades se exis-

tir, serd especial e diremos homografisa do tipo VI.
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Caso Cg

e ey

Neste caso, o espago decompondo-se em duas

rectas, devemos& procurar uma base para a recta S1 e outra
para a Si. Quanto & recta 8, sendo A
_ L
Sl = Fl
devemos ter

k(Q) = k(Q,) = o,

para dois pontos independentes Ql e Q2

o8 quaes formam portanto uma base para o S

da recta 81,

1'
Quanto & recta 32, contendo esta um unico

ponto unido, seja este o ponto Q. e vird

3
k(QS) = 1, _
Portanto os pontos Ql, Q2 e Q3 formam uma
base para adecomposig#do (D) do S3 e teremos
B85, = P (Q) + P (Qy) + 7 (Qy)
F(Q) = Q & 8
VII o'l 1 1
F Q) = Q& 8
- 1

Uma homografia com estas propriedades, se exis

tir, serd especiasl e diremos homografia do tipo VI.
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Caso 03

Este caso € mais eimples porque os proprios es

pagos de pontos unidos Fi e Fi seréo os componentes da
decomposig8o univoca (teorema 24) do espago Sg' Teremos
portanto
t

83 = S1 + Sl

sendo
- 'L 2
Sl = Fl e 81 = Fl S

Quanto & base da decomposigéo do Sl e do

Si € facil verificar (tendo em vista os casos anteriores

semelhantes) que sendo Q e Q,, O e 0, pares de von
1 2 3 4 -

tos distintos respectivamente em Sl e 82 vem:

k(@) = E(Q) = k(Q) = k().

Portanto os pontos Ql’ Q2, Q3 e Q4 formam

uma base para a decomposigdo (D) do 83 e teremos

35 = B (Q)) + P (Qy) + P (Q,) + P (Q,)

P(Q) = Q £ § = Pt

o' 1 1 1 1

~ _ A

VIII B (Q)) = Q, &8 = B
= AT F:

FO(Q3} = 03 &£ 8 = W

_ v 2

FO(Q4) = Ch I3 Sl = Fl

Uma homografia com estas propriedades, se exiyg

tir, n#o serd especial e diremos homografia do tivo VITI.
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Caso 04

Este caso, como o 03, é simples, porque, anui
tambem, o8 proprios espagos de pontos unidos Wé e 75
ser8o 08 componentes da decomposi¢do univoca do espago 833
Teremos portanto

33 = Sz + SO
sendo
_ 1 _ 2
82 = F2 e SO = Fo.
Quanto & base da decomposigdo do 8,, sendo
este de pontos unidos, devemos ter tré&s pontos QI’ Q2

e Q3 independentes, Qualquer outro pontd desse espago
sendo dependente dos pontos Ql’ Q2 e Q3 segue | teo-

rema 22)

k(Q) = k(@) = k(@) = o.

Quanto & base da decomposigdo do 8., contendo

11
este um unico ponto unido, seja o ponto Q,, segue que es-

te forma a base da decomposigdo do SO°

Os pontos Ql, Q2, Q e Q4 formam uma ba-

3

se da decomposigdo (D) do S3 e teremos
33 = Fo(Ql) + FO(QQ) e FO(Q3) + WO(Q4)

s s - 1

B (@) = Q € 8, = ¥

P(Q) = Q, &£ 8, = P

1iX 02 2 2 2

— 1

FO(Q3) = Q3 £ 32 = F2

o 2

FO(Q4) = Q4 € SO = FO
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Uma homografia com estas propriedades, se exig

tir, sera especial e diremos homografia do tipo VIII.

Gaso D

Podemos distinguir neste caso, quanto & dimen-—
sd0 do unico espago de pontos unidos, cuatro e somente qua-

B

tro possibilidades. 880 as seguintes:

D1 - O espago de pontos unidos é um espago P .

0 5
D2 T " 0 " " noon 1 F]_ N
D3 _n " " " " "oon " FZ .
D4 - 1 " " " "oon " F3 !

Para indicar o espago de pontos unidos usamos

aqui a letra P com um unico indice, que indica a dimen-
sdo desse espago, porque ndo sera necessario distinguir en-

tre dois ou mais espagos de pontos unidos.
Caso D1

Neste caso, gsgim como nos gucessivos devemos

simplesmente fazer a aplicac8io do Teorema 23, isto é: pre-

¢isar como deve ser a base de uma decomposigdo (D) do 83,
em relaga & eventual homografis que admite um unico espago

de pontos unidos.

Chamando em D de Q@

1 80 unico ponto unido,

1
evidentemente devemos ter
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k(Ql) = K

e o ponto Ql formara ume base da decomposigdo (D) do

SBD Teremos entdo:

x| o8y = Q)
Uma homografia, como a descrits, se existir,

gerd evidentemente especial e diremos homografia do tipo X.

Caso D2

Sejanm Ql e Q2 dois pontos lndependentes

da recta de pontos unidos Fl e taes que

8 = F(Ql) + F(Qz).

Aplicando o teorema 22, dois casoe poderdo
se apresentar:

D, - k(q)

k(Qz) = 1.

it

o - ]
Dy - k(Q) = 23 k(Q,) = O
Evidentemente nfio serd possivel outro caso.

bl
Caso D2

Neste caso, o8 dois pontos Ql e Q2 forma~

rdo uma base da decomposigdo (D) do 8 e teremos:

3
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8, = Fl(Ql) + F‘l(Qz)
XI Q & Ty
Q2 £ F2

Se existir uma homografia com estas proprie-
dades, ela serd evidentemente egpecial e a chamaremos homo-

grafia tipo XI.

Caso D;

Neste caso, 08 dois pontos Ql e Q2 forma-

réo uma base da decomposigdo (D) do 8 e teremos:

3
8, = Fy(Q) + P (Q,)
XII Q € Fl
Q ¢ F

S8e existir uma homografia com estas proprie-
dades, ela tambem sera especial e a chamaremos homografia

do tipo XII.

Caso D3

Sejam Ql, Q2, e Q3’ tr8s pontos independen-

tes do plano de pontos unidos F2 e taes que:

8, = P(Q) + F(Q,) + F(Qz)»
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F(Ql), F(Qz) e F(QB) gerando todo o espago
3 devemos ter:

3
k(Ql) = 1, k(Qz) = 0, k(Qg) = 0.
Evidentemente (teorema 22), em todo o plano
s 86 existird um ponto Q com k(Q) = 1.
Temos portanto a seguinte decomposigdo (D) do
espago 83:
8, = Fl(Ql) + B Q) + FO(Q3)
Q ¢ F
XIIT = =
QW &y
Q3 . Fl

Uma homografia como a descrita, se existir,

sera especial e diremos homografia do tipo XIII.

Caso D4

Reste caso temos evidentemente a homografis

identica e guaisquer quatro pontos independentes Ql’ Q2,

Q3 e Q4 servem de base para uma decomposig8o (D) do eg-

R8GO S3o Esta homografia seré chamada homografia do tipo

XIV. N80 é possivel nenhum outro tipo de homografia.
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§ 4 - Constructio das homografias.

4.1 - Neste paragrafo, para sermos completos,
deveriamos demonstrar a existencia de'homografias cdrrespog
dentes a cada um dos catorze tipos classificados no parégrg
fo anterior.

Julgamos, entretanto, dispensavel s demons-
tragdo da existencia das homografias dos tipos: I (homogra-
fia geral), II (homografia axial n#io especial hiperbolica),
VI (homografia axial espécial hiﬁerbolica), VII (homografia
axial n8o especial parabolica), VII (homografia biaxial
n#do especial), IX (homologla n&o especial), XI (homografia
biaxial especial), XII (homografias axial especial paraboli-
ca), XIII (homologia especial), ¥XIV (homografia identi-
ca). Agsim o fazemos porque as homografias gue acabamos de
citar, sdo estudadas com detalhe, sob o poﬁto de vista geo-
metrico. em livros bastante oonhecidqsog
Ocupar-nos-emo& portantio somente com a exis-
tencia de homografias correspondentes aos tipos:iII, IV,
v, X.
Nas demonstragdes que vamos fazer, pressupomos
conhecidas as construgles das projectividades entre formas

de primeira e segunda especies que necessitarmos.

o
Ver, por exemplo:

Comessgatti - Lezionl di Geometria Analitica e Proiettivsa.

Parte Seconda, pg. 289 e seguintes,
Severl - Geometrig Proiettiva, pg. %23 e seguintes.
Ciani - Lezioni di Geometria Proiettiva e Analitica,

P&. 583 e seguintes,



Convem enunciar, em primeiro lugar, o seguinte
o} .
teorema, que entrard de maneira essencial em todas ag Ae-
monstragfes que seguem.

Teorema A - Seja num 8, os planos X e [ c

em outro S% os plancs o' e @', Szponhamos egtabelecida
uma correspondencia projectiva, entre os plasnos o« e &' e
outra correspondencia tambem projectiva, entre os planos 3
e ﬁ’. Impomos a estas duas correspondencias a geguinte
restrigéio: & recta r intersecgSo de « e [3 Gorresponde

a reta r' intersecgfio de «' e f', tanto na corresponden-

[
cia entre of e <x‘, como na correspondencia entre B e 3.

Nestas condigles, a correspondencia entre o8 planos o e '
1 - M

@ @ s pode ser estendida numa correspondencia projecty

t

va entre 08 espagos S3 e 330

{D

S T E

3

2

0
Este teorema, assim como as demonstragdes de existencia

que seguem, sS&o em suas linhas geraes, as que o prof. G.

Albanese degenvolvia no sew curso da Paculdade de Filosofia
Ciencias e Letras da Universidade de §. Paulo. O autor
desta tese n8o conseguiu os apontamentos deste curso e

n#éo pode, portanto, garantir que as referidas demonstragles

sejam exatamente as desenvolvidas no ocurso do Prof. 5. Albamese
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A demonstragio deste teorema & relativamente
simples, dispensamos, portanto, de fazel-sa.

Utilisaremos nas demonstragdes seguintes dois
casos particulares deste teorema que sHo: 12) - o planc «
coincidente com «' e o plano R coincidente com o plano R' s
2%) - o plano X n#o coincidente com «' , mas os planos @

8 @' coincidentes.

4.2: Construgso de uma homografia do tipo IT1 -

Temos aqui a seguinte decomposigo (D) do espago S

5:
— /! . i
Q " T g
v ™~
ot ST
s 3

Fl(Ql) = r recta unida associada ao ponto 0lo

As retas Q1Q2, Q1Q3, € Q2Q4 serao unidas,
assim como 08 planos Q1Q2Q3, Q2r, Q3r.

Para aplicar o teorema A consideraremos:

i
R

of = Q2 T

8

e definiremos entre o e o' uma projectividade que admita

r = F

como pontos unidos os pantos Ql e Q2 e associada a Ql

a recta r, sobre a qual subordina uma projectividade para-

bolicaj entre 3 e @' (coincidentes) definiremos tambem uma
projectividade do mesmo tipo e que subordina sobre a rects

r a mesma projectividade parabolica. Oportunsmente imporemos
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restrigdo na projectividade entre B e Q' .

Aplicando ent8v o tevrema A, teremog uma
homografia estendida a todo o esp8¢0. Vamos: demonstrar que
esta homografia é, efetivamente, uma homografia do tipo
IIT. A homografia definida pelo teorema A n8o admite pon-

to unido distinto: dos pontos @ Q e Q.. Com efeito,

1’ 42 3
supondo um ponto M wunido, n#éio situado sobre a recta

unida Q2Q3, ligando-0 ao ponto teriamos um ponto

unido sobre o plano r Q3 =8 , ozque é absurdo. Se o
ponto unido M estiver sobre a recta Q203’ eata serd

uma recta de pcntos unidos. Vemos demonstrar que precisan-~
do oportunamente a projectividade endre B e P', é absur-
do supor que um ponto determinadc M da reta Q2Q3 seja
unido. Supondo-o unido consideremoas um plano que passa
polos pontos M e Qlo Sejam 8 e t 08 tragos deste
plano, respectivamente, nos planos « e @ . Seja 8' o
trago com &'do plano homologo as M g, 0 correspondente
do trago t no plano B, serd a intersecgﬁo do plano

M 8' com o plano @ .

n

Por outro lado, t e t' s%Ho raios correspon-
dentes na projectividade subordinada no feixe de raios de

centro 'Ql no plano (3 . Mas a projectividade sobre o fei-
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xe de centro Q1 e situado no plano @ y pode ser de-

terminada de tal maneira que ao raio t corresponda o

raio %, distinto de t'. Determinada a projectividade nes-
se feixe dessa maneira, estard precisada 2 projectivida-

de entre B e p'. Aseim determinada a projectividade entre
B e @' , é absurdo supor que o ponto M seja unido. ®m

definitvo a homografia definida pelo teorema A admite trés

e somente trés pontos unidos. E' facil mostrar que os espa-

¢o8 indecomponivels associados aos pontos Q2 e Q3 s8o0
de dimensgo zerc e que portanto esta homogrsfia admite a

decompoeigéo
S3 =3 Fl(Ql) *— FO(QZ) + FOKQs)’

com o0 que fica demonstrads a existencia de uma homografia
do tipo III.

4.% - Congtrugge de uma homografia do tino IV -
A decomposigdo (D) do espago é aqui:
Para maior comodidade indicaremos Wl(“l) e

FZ(QZ)’ respectlvamente, por rl e rze

As rectas r, e T, devem ser evidentementie
reversas, a recta Ql Q2 = r wunida e os planos determing
dos, respectivamente, pelas rectas r, r e r, r 580

1 2
tambem unidos.
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Aplicaremos aqui n teorema A no caso em que
X =" g B = #' . Tomando como plano « o planoc deter-—

minado pelas restas r e T, que se encontram em ng

como plano @ o plano determinado pelas rectas r e r,

que 8e encontram no ponto .Q2.

/Q. T~
s

L2’ “\\Egi
b

Determinaremos entre ™ e o' uma projecti-

vidade que admita os dois pontos unidos Ql e Q2 e a

recta unida r, que passa por Q Entre R e ' uma pro-

1.
Jectividade que admite Q1 e Q

recta r, que passa por Q

o como pontos unidos e a

5 como recta unida. Ambas de-

terminando sobre a recta Qle a mesma projectividade hiper

bolica. A projectividade estendida ao espago, pelo teore-

ma A, nao pode admitir pontos unidos alem dos pontos Ql

e Q2' Basta congiderar o caso de um ponto unido no eepacgo.
Consideremos a recta que passa por M e apoiada sobre as

rectas r1 e r2a ¢ o0 ponto M fosse unido a correspon-

dente desta recta seria uma recta que passa pelo mesmo pon-

" to M e que se apola tambem nas duas rectas r @ r

1

0 que é absurdo porque senfo as duas rectas r, e

2 ¢

2 €8~

tariam num mesmo plano.
Concluimos assim que a projectividade esten-
dida ao espago, admite unicamente dois pontos unidos, sera

portanto, do tipo IV ou do tipo V. EB' facil excluir que ela
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seja do tipo V, porque! neste caso, 0 espago indeoomﬁonivel
assoclado ao ponto Q1 seria um plano que n#o passa por

Q2. Este plano daria como intersecgdo com o plano @ y uma
recta unida que passa por 0, e é distinta da rects - QQ,,
o que é abaurdo. Em definitvo, brecigada a projectividade
entre ¥ e «', assgim como entre Be (3, a projectivida-
de estendida ao espago, aplicando ao teorema A, & efelti-

vamente do tipo IV.

4.4 - ConstrGlio de uma homografia do tipo V -

A decomposigdo do espago é aqui

Para maior comodidade indicaremos o plano F2(Q1) com a

letra T . Sobre o plano F2(Ql) haveréd uma recta unids que
chamaremos r. Para aplicar o teorema A, tomaremos o pla-

no W como plano « , coincidente com «'y como planc |3

o plano rQ,, suporemos tambem ' coincidente com f .

Entre &« e o' definiremos uma projectividade
que admita como elementos unidos somente o ponto Q e
a recta r. Bntre @ e @' uma projectividade que admita co
mo elementos unidos os pontos Ql e Q2 e a recta r que
passa por Ql;as duag projectividades subordinando sobre a

recta r uma mesma projectividade parabolica.
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As projectividades definidss entre X e '
por um lado e entre B e (? por outro - ambas subordinan-
do sobre =a interseégao r uma mesma projectividade parabo-
lica permitem a aplicagéo do teorema A e portento a exten -
s8o da correspondencia a uma homografia no espago. DPige que
esta transformag&o n#o admite ponto unido distinto dos pon-
tos Ql e Q2. Bagta conslderar a possibilidade de um pon
to unido no espago, seja o ponto WM. Se esse ponto existisg
se, o plano Q, Q, M seria unido e gua intersecgdio com o
plano 1T = (3 daria um raio unido pelo ponto Ql
que é absurdo, pois a projectividade sobre o feixe de raios
com o centro em Q é parabolica. A projectividade ~sten-

dida ao espago, admitindo dois e somente dois pontos uni-

sy O

dos é do tipo IV ou V. TEntretanto ela n#io pode ser 4o
tipo IV, pois me fosse deste tipo ela admitiria uma recta
unida pelo ponto Q2, distinta da recta Q1Q2’ a qual da-
ria um ponto unido na intersecg#io com o plano B o que é
absurdo. Precisadas as projectividades entre & e ' as-
sim como entre (3 e ' fica definida no espago uma homogra -

fia do tipo V, como queriamos demonstrar.

4.5 - Construgsio de uma homografia do tivo X -
A decomposig@o (D) do espago é aqui

8, = P,(Q)

sendo Q1 0 unico ponto unido,

Temos mais os seguintes espagos unidos F2(Q1)

e Fl(Ql) com as relagdes de pertinencia:
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P5(Q) D Pp(0)) DF () D Q

Para maior comodidade indicaremos o plano

B s
Qb////f/;
\

F2(Ql) com a notag#o T e a recta Fl(Ql) com a notagsio

r. Para introduzir dois planos que funoionar#o como plancs
X e respectivamente, daremos mais um par de pontqs .
correspondentes P e P' sgituados fora do piano T,

Suporemos, portanto, como plano « 0 plano

r P, e como plano ' o 1 P'; (3 e @ oonsideraremos coin-

cldentes e confundidos com o plano T . Resta deflnir as

projectividades entre X e ' por um lado e entre (3 e R
(superpostos) por outro 1a§o. Como projectividade

entre R e @' tomaremos uma projectividade que admita um

unico ponto unido, seja o‘ponto Q1 e cuja recta unida

seja r. A projectividade entre o e ' dever ser escolhida
de tal modo que a homografia estendida so espago aplican-

do o teorema A seja uma homografia do tipo X, isto é: com
0 unico ponto unido Ql.
Esta homografia serd do tipo indicado se
admitir, como raio unido pelo ponto Ql, somente o raio
Q1 r. Vamos, portanto, definir na estrela de centro - em Ql
uma projectividade que admita como raio unido somente o
raio Ql r e plano unido o plano T7 , e que leve 0 raio

Ql P no raio Ql P'. Para determinar esta projectividagde
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sera necessario dar mais um par de raios correspondentes.
Estabelecida esta projectividade na estrela, aos raios si-
tuados no plano P r, corresponder#o raios do plano P' r
e em consequencia a fum feixe de centro em Ql no plano
P r, un feixe projectivo ao primeiro de centro em Ql e no
plano P' r.

Teremos, portanto, entre os planos P r e P'r

umg correspondencia que leva o feixe de centro em 0 no

feixe de centro Q1 projectivo ao anterior, situado io se-
gundo plano. Negsa correspondencia a0 raio Ql P, correspon
derd o raio Q P' e o raio v gserd unido. A projectivi-
dade entre o8 plancs o e d(festaré determinada se fizermos
o pontc P corrésponder ao ponto P e se tomarmos sobre
¢ raio unido r a mesma projectividade subordinada a que'
impuzemos no plano ¥ . A homografia no espago, definida
aplicando o teorema A é tal que dois raios pelo ponto
Ql correspondentes, s#o raios correspondentes na projecti-
vidade que definimos na estrela de centro em Ql'
Esta homografia n#o admitird portanto raio uni

do pelo pondo Ql’ distinto do raio Q, r e, em consequen-

1

cla, nenhum ponto unido, distinto do ponto Ql.
Esta homografia admitindo um unico ponto

unido serd do tipo X.
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SEGUNDA PARTE.

Geometria do grupo projectivo sobre a recta.

1.1 - Na segunda parte desta tese exporemos
resultados de um estudo que tivemos a oportunidade de desen
volver quando estudavamos uma quest@o de anéIise.Q

Julgamds oportuno introduzil-o nesta tese vor-
que nele estudamos, sob um aspecto bem diverso do conside-
rado na 18 parte, um caso muito partioular de homografia:
as projectividades sobre uma recta.

N#io é dificil indicar em poucae linhas o re-
sultado deste estudo que é o de mostrar um éspecto metri-
co das transformagdes projectivas sobre a recta. Convem
precisar: propriedades metricas que se apresentam aqui n&o
s80 propriedades de nenhuma figura sobre & recta projecti-
va e 8im do oconjunto daé'transformagﬁes projectivas.

 Bste conjunto forma wn espago de tres dimen-
sdes pois tal é o numero de parametros eésenciaes nas

transformagdes projectivas sobre a recta ocuja equagdo é

&KX -+ &
ym:+ S

Nés nBo estudaremos este espago referido as

x!

x B k- o
coordenadas 37, -_— e e 8im considerando como coor

denadas de um ponto (uma transfoemagao projectiva sobre a

Referimos & equagiio de Ricatti cuja relagfio com o grupo
projectivo sobre a recta é conhecida. Por outro lasdo, essa
equagéo é um caso particular de uma classe de equagBes cha-
madas de Lie-Vessiot cujo estudo nos fol sugerido pelo

Prof. L. Pantappid.
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recta) os parametros canonicosQ do grupo projectivo gobre a
recta. Para obter a lei de multiplicag@io das transformagSes
d¢ grupo projectivo Qg, referido aos pamametros canonicos
Julgamos mais oportuno estabelecer as equagdes finitas do
grupo adjunto s do grupo das trensformag¢Ges projectivas
¢ deduzlr a referida lei da composigdo de duas transforma-
gO0es deste grupo adjﬁntol Alids, como veremos, nfio serd ne-

cegsario calcular completamente esta lei de composigdo,

1.2 - As transformagSes infinitesimas do grupo

0909
projectivo sdo as segulintes:

df df 2 ¢

As constantes de estrutura, que rodem ser cal-

cuiLadas pela expressdo

L
(Xi,Xj) f = 4ZQ,013 7{)a f,

880 N0 nosso caso:

1o

L. Bianchi: Lezioni suil gruppi finiti 4i trasformazio-

ni - pg. 216 e seguintes.

Q9
Diremos grupe projectivo subentendendo-se grupo

projectivo sobre a recta,

2QQ
Bianchi: livro citado, pg. 219.

209 .
e Bianchi: livro citado pg. 230 e seguintes.



g = 1 oy =2 ol =1
°o1 = 74 °§1 & < °§2 g
iz = O oy = 0 o =0
g = O o)y = 0 g =0
021 S cél =0 cé? -0
°21 -0 021 =0 e -0
et = 6% = ol - 0 (i=1,2,%)

1i ®ii i1 <

Ag equagbes finitas do grupo adjunto de um
grupo de r parametros, cujas constantes de estrutura sdo

]
oiz y 880 obtidas integrando o sistema linear

de! |
. S k .
at - o5y Ny e}
dot
com as oondigdes iniciaes
1 — p—
e = € para t = 0.

A solugéo deste sistema, escrita com a notagdo
do calculo das matrizes é:
E Q
t %. C
e! = e T = - e
k J
sendo ci a matriz |\°§i” e . a base neperiana.

As transformagles do grupo adjunto s&o (nos

[0}

"~ Bilanchi: livro citado pg. 230 e seguintes.



T
parametros canonicos Ai):

»

isto e: uma substitulgé@o linear nas variaveis ej cujo mo-

dulo é a matriz n

Escreveremosg, para malor comodidade:

n
E Aici= B?\'
1 ¢

B
Devemos calcular a matrig e N e para este -

g
fim é muito oportuna a formula dada pelo Prof. T. Pantappis,

£(4) = ?;i‘jEW) ap -
C

No caso particular que nos interessa a matriz
A é a matriz B & a fungio f(fj) - é a fungo e° .

Temos portanto:

B 1 9f
D= = Tmi|pogxip
G
o caminho sendo um caminho que encerra os pontos

N

0, \1 47\ 7\ —\] 7\2 - 47\1?\3 que sHo as ralzes

)
L. Fantappié: Comptes Rendus Acad. Sciences. Paris
 Vol. 186 (1928) pg. 619-621.

0. Catunda: Sobre as fungles de fungdes de matrizes. Jornal

de Matematica Pura e Aplicada. Vol. I - Pasciculc 29-pg.2i.
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caracteristicas da equag@io caracteristica

(A5 - PP -4a,n) = o,

obtida igualando a zero a matriz caracteristica

B — I = 0
A~ f ,
I s8sendo a matriz identicsa.

Indicaremos, daqul por deante, & expressfio
47\17\3—?\2
com a notaglo 7 .
Efectuando o8 calculos que s#o relativamente

laboricosos e nos dispensaremos de reproduzil-os aquli vem

(ver pg. seguinte)



—2

A+ ;M -u?»b%ﬁ»p 8a

-79 -

D,= lww AN 205y
_

12, Y

AN -, Sy 2 Y

—a

..> - iﬁpﬁw xy Q\N nypxw - N\w!. M?
AN+ A, &y A+ -2 h- N8
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Na expressdo da matriz 'DA introduzamos a se-

guinte notagdo

Xh::l—COSA Saz 7\sen7\.
Podemos dar & matrig DA. uma expressio bem
mais elegante e expressiva que é a seguinte:
g B
A X A

Negta expressdo temos:

t m _.‘/\ 0 !
p |
1 !
BA = 121, 0 -2
| {
10 Ay -,

Eete calculo, independentemente do resultado
a que nos conduzirsd, parece-nos interessante e ngo conhece-

mos nenhum trabalho que o %raga explicitamente.

1.3 - Como j4 o dissemos, para calcular a
leli de multiplicag8o, utilisaremos o grupo adjunto, o gual
sendo linear, serd tal que o produto de duas de suas trans—
formagdes tera como modulo o produto dos modulos das trang
formagdes componentes. '
Indicaremos os parametros da transformagiio vpro
duto reepectivamente com tPl’ Wz e (93 e nestes parame-
tros eqoreveremos tambem (P X? g? .

e b

Para obter uma relagd@o entre os parsmetros

definidos com

A e M- com os parametros P da transformagéo produto bas-



ta igualar o tracgo (soma dos elementos principaes) das duas

matrizes

DR . DF e D ? .

A matriz D gendo igual a

2

B

\
I+ —. B + N

At oA

>’£I3<

teremos, ipdicando o trago da matriz DT com a notagio

(D, ):
i he
_ i 22 2 N
T(D$) = T(I) + 22 T(B ) + =5 ™(BL ) =
= 1 + 2 oos'§ ,
pois
-2 - 2 .
T(B?\).—-O T\B.A) = =2 AN .
Por ou%ro lado:
Sa Yo _2 § Yu 2
_ il adl Lol -
D,AD)‘_,._-(I+§\;l 'B,A + _7\1137\)(11L T BP_+ F,_B#)_
§ Y S Sa
- M 2 a A M
=TI 4 B + ==+ B + —= B + =T B. B +
— 2 M )‘Ll M ?\1 A ?\1 Hl A 2
_SAKHB Bz+h/x Y p 82 32
KQ Fl A g —7\1 —rz.l Ja B o
Pondo
X = A M,y -2 A Rg-2 A5 My,

é facil verificar que:



T(B,A BH) = 23
2
T(Bi B») = 0
2 2 — -2
T(By\ B’_L) = AR .+ 042

Igualando o trago das duas matrizes D

X

e Dm DF vem:

l+2cos'?? = 3-2Y, _QXFWL

ﬂiFQ 2® &, &, + YHY(RATR%+ o‘ﬁ}

4

Substituindo 8)_, SF-’ X} e KM pelos sgeus
valores em fungdo de A e i e simplificandn a expressio

vem:

(A) cos

A e S
2 2

que € a relagdo procurada.

Pondo:
X
— cos A

A M
e utilisando a formula:

é;gik Ay Ay
(Z.gik Ay Ayl Zg_ik M)

que dd o angulo de duas dire¢gdes num espago riemaniano

cop W =




-~ 8% -

podemos calcular as componentes do tensor métrico gik'

A relagdo (A) mostra que o espago das transformagles pro-
Jectivas 88bre a recta pode ser interpretado como um espaéo
métrico. 0 fator % estd em relaglio com a curvatura do

espago.

1.4 - Os cdlculos desenvolvidos nos numeros an
teriores s8o um caso particular da Geometria dos frupos de
Transformagbes, teoria esta creasda e desenvolvida por
E. Cartan e J., A. Schouten.

Esta teoria é muito extensa: em particular,
ela mostra que o egpago de um grupo siﬁples (o gruvo proje~
ctivo s8bre a recta é um £rupo simples).é um espago rieman-
niano. A teoria, aplicada ao caso por nds desenvolvido, dd
resultados coinocidentes (ver Cartan, trabalho citado
pg. 69). Preferimos conservar os nossos cdlculos e Tacio—
cinios na forma em que surgiram, sem procurar adaptal-os
ao metodo geral de Cartan. Em trahalho futuro pretendemos
completar o que foi aqui esbogado - em particular tratar
da questdo do paralelismo, das geodeticas e da natureza,
em grande, desse espago. Outra questio é a generalisagéo

do metodo seguido &s outras classes de grupos simples,

g

Cartan: La Géométrie des groupee des” trangformations -
Journal de Mathématiques pures et Appliquées - Mome Fixie-
me - Année 1927.

Sdﬁunten: Kontinuirliche Transformations gruppen. Ma-
thematische Annalen (1929).



